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DES EXEMPLES DE QUESTIONS EN MATHEMATIQUES

Question 1. « Pourquoi les barycentres sont-ils utiles en géométrie ? »

Quel plan détaillé ?

EXEMPLE DE PLAN DETAILLE

Introduction

. Etymologie :des mots grecs barus, lourd, et kendros, centre, pointe du compas : centre de masse. Il est
particuliérement utilisé en Physique comme point d’application des forces.

- Nous explorerons au travers de quelques exemples a quoi ils peuvent servir en géométrie.

Partie 1. Démontrer que des droites sont concourantes
1. Définition
2. Placer un barycentre de deux points
3. Placer un barycentre de trois points ou plus

Application aux points de concours
Partie 2. Trouver un ensemble de points vérifiant une égalité de longueurs
1. Simplification vectorielle

A M + ayAoM + a3 AsM + - + ay AM = (ay+..+a,)GM

2. Ensemble de points tels que

MA = kMB (kréel positif)
3. Ensembles des points tels que
|5MA + 234]| = |[MA-20C|
Partie 3. Trouver un ensemble de points vérifiant une condition sur les carrés de longueurs
1. Simplifier une somme de carrés pondérés
2.Ensemble de points tels que
3MA?* + 5SMB? + 2MC?* =k

Conclusion

- Comme nous venons de le voir, les barycentres sont essentiels pour larésolution de nombreux problémes
de géométrie.

- Au-dela de la géométrie, ils sont utiles en statistiques (la moyenne est un barycentre).

- L'intérét du barycentre dépasse le domaine des Mathématiques. Ainsi, par exemple, en Physique, ils sont
essentiels pour déterminer la position des centres de gravité.
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Quel support écrit ?

EXEMPLE DE SUPPORT ECRIT : PRINCIPALES EQUATIONS

In,troduction

- Etymologie : des mots grecs barus, lourd, et kendros, centre, pointe du compas : centre de masse. Il est
particuliérement utilisé en Physique comme point d’application des forces.

Partie 1. Démontrer que des droites sont concourantes

1. Définition

Soita,, @y, ..., ay, nréelstelsquea; + a, + -+ a, #0

etA,, A, ..., A, npoints, on appelle barycentre du systéme de points pondérés, I'unique

-

point G tel que:alG—A; + aZG—A;-I- a3G—A3) ++a,GA, =0

2. Placer un barycentre de deux points: AG = C_II_Z AA,
a; T,
Exemple: I'isobarycentre est le milieu
3. Placer un barycentre de trois points ou plus
> Théoréme d’associativité : (A, @) (Ay az) (A3, a3)
Gy, ay + a3)
— Application : les médianes d’un triangle G

sont courantes.

Partie 2. Trouver un ensemble de points vérifiant une égalité de longueurs
1. Simplification vectorielle

A M + A M + ay AM + -+ a, A M = (ay+.. +a,)GM

2.Ensemble de points tels que MA = kMB (kréel positif)
-k = 1Plan médiateur

«k#1MA=kMB & MG,.MG, =0 : Onreconnait une sphere

Avec G,~(A;1),(B;k); G,~(A;1),(B;-k)

3.Ensembles des points tels que ||5m + ZWH = ||W2M_é||
||5E4’ + ZW” = ||W2M_c’|| © 7TMG, = MG, : Onserameéne au probleme 2
G ~(A4;5),(B;2); G,~(A;1),(B;-2)
Partie 3. Trouver un ensemble de points vérifiant une condition sur les carrés de longueurs
1. Simplifier une somme de carrés pondérés
3MA? + 5MB? + 2MC?* = 3GA* + 5GB? + 2GC?* + 10MG*
G~(4;3),(B;5),(C;2)
2. Ensemble de points tels que 3MA* + 5MB? + 2MC?* = k
Applications:3MA? + 5MB? + 2MC? = k & MG? = k' : sphére ou 0
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Question 2. « Quelle est la formule de calcul du volume d’un tonneau ? »

Quel plan détaillé ?

EXEMPLE DE PLAN DETAILLE

Introduction
- Historiquement, on trouve différentes formules pour calculer ce volume.
- Comprendre quelle est la bonne formule parmi celles-ci.

Partie 1. Calcul d'un volume
1. Formule générale
2. Le cas particulier des solides de révolution

Partie 2. Quel profil pour le tonneau ?

1. Tronc de cOne
a. Expression de la fonction associée
b. Calcul du volume

2. Tonneau elliptique
a. Expression de la fonction associée
b. Calcul du volume

3. Tonneau parabolique
a. Expression de la fonction associée
b. Calcul du volume

Partie 3. Comparaison

Conclusion

- Laréponse a notre question dépend du profil du tonneau.

- Il existe encore bien d’autres formules en approchant le tonneau a un cylindre. La question est alors de
trouver le bon rayon intermédiaire.

- Cette question fait apparaitre la démarche de modélisation. Un vrai tonneau n’a sans doute aucune des
formes citées. Néanmoins ces formules permettent d’avoir une estimation rapide de la contenance du
tonneau. La mesure de I'écart entre le modéle et la réalité est alors indispensable.
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Quel support écrit ?

EXEMPLE DE SUPPORT ECRIT : DIFFERENTES FIGURES ET FORMULES UTILES

Introduction
- Le volume d’un tonneau peut se déterminer en mesurant sa contenance.

- Historiquement, on trouve différentes formules pour calculer ce volume: 1
mh h
Kepler 5 (R +Rr+1?) Formule 3 = (8R? + 4rR + 3r?) c |,
d
h Formule des
— (R? 2 3
Oughtreg 3 (R% + 2r?) Douanes 0,625C h
Partie 1. Calcul d'un volume
Formule générale Solides de révolution
(b _ (b by b
V= fa s(z)dzV = fa s(z)dz V= nfa f2(z)dzV = nfa f2(z)dz

R R 51R _ 4
Exemple:Sphere: V = [, (R?*-z%)dz = [RZZ- Z?] R ;T[R3

Partie 2. Quel profil pour le tonneau ?

1. Tronc de céne:

En remplacant f par une fonction affine par morceaux,
onretrouve la formule de Kepler.

2. Tonneau elliptique

Enremplacant f par la courbe représentative d’une ellipse,
on retrouve la formule de Oughtreg.

3. Tonneau parabolique

En remplacant f par une fonction du second degré,
on retrouve la formule 3.

Partie 3. Comparaison sur un tonneau classique (R=31cm, r=26cm, h =90cm)
Formule de Kepler:230 |

Formule de Oughtreg: 2181

Formule parabolique : 2441

Formule des douanes: 239 |
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Question 3. « Un événement de probabilité infiniment faible peut-il étre réalisé ? »

Quel plan détaillé ?

EXEMPLE DE PLAN DETAILLE

Introduction

- Cette question philosophique a été illustrée par Borel en 1909 en prenant I'image d’un singe
dactylographe.

- Un singe qui tape au hasard sur le clavier d'une machine a écrire pourra écrire tous les livres de la
Bibliothéque nationale de France avec une probabilité égale a 1.

- Bien entendu, ces singes ne sont pas des singes réels, mais la métaphore d’une machine qui produirait
des lettres dans un ordre aléatoire, comme un ordinateur.

- Nous nous efforcerons de comprendre ce propos a l'aide d’'un calcul de probabilité. Un clavier comporte
50 touches. On souhaite reconnaitre le mot ALEATOIRE.

Partie 1. Loi binomiale

1. La problématique du singe savant peut-elle s'apparenter a une loi binomiale ?
2. Principales caractéristiques d’une loi binomiale

3. Mise en contexte sur notre probléeme

Partie 2. Loi géométrique
1. Qu'est-ce que la loi gé¢ométrique ?
2. Loi de probabilité de la loi géométrique et espérance

Partie 3. Application a notre exemple
1. Va-t-on observer le mot ALEATOIRE ?
2. Combien de temps faut-il ?

Conclusion

- Ce probléme illustre que tout événement de probabilités non nulle sera réalisé avec probabilité 1. Ainsi,
gagner au loto a une probabilité trés faible mais peut étre observé. Cependant, le calcul de probabilité
autorise aussi la non-réalisation. Pour, le probléme du singe dactylographe, méme si I'événement est
possible en théorie, le temps d’attente avant la réalisation est trés long. Lévénement risque de ne pas étre
observé a l’échelle humaine.

- Avec la rapidité des ordinateurs actuels et les possibilités de collaboration, la notion de « temps long »
est de plus en plus relative.

- La question est alors de savoir a partir de quelle valeur une probabilité peut étre considérée comme
négligeable.
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Quel support écrit ?

EXEMPLE DE SUPPORT ECRIT: RAPPEL DES FORMULES
QUI PERMETTENT DE DEROULER LE RAISONNEMENT

Introduction

- Cette question philosophique a été illustrée par Borel en 1909 en prenant I'image d‘un singe
dactylographe.

- Un singe qui tape au hasard sur le clavier d'une machine a écrire pourra écrire tous les livres de la
Bibliothéque nationale de France avec une probabilité égale a 1.

- Nous nous efforcerons de comprendre ce propos a l'aide d'un calcul de probabilité : un clavier comporte
50 touches. On souhaite reconnaitre le mot ALEATOIRE.

Partie 1. Loi binomiale
Mise en contexte des hypothéses:

- Expérience a deux issues, qu’on peut assimiler a un tirage de Bernoulli:
- frapper 9 lettres au hasard puis observer sile mot ALEATOIRE est écrit ;
. 9
- le succeés -reconnaitre le mot ALEATOIRE - a pour probabilité (%)
- L'expérience est répétée nfois.
- Indépendance : afin d’assurer I'indépendance, on considérera un modéle simplifié ou I'on sépare les
expériences par paquets de 9 lettres
CEZHGBATUALEATOIRE est accepté, ALEATOIRETYDXWOPLM est accepte,
mais CHALEATOIRENTTSX WP est rejeté.
Le mot ALEATOIRE n’est pas reconnu s’il est a cheval entre deux paquets de 9 lettres (voir exemple
ci-dessus) : 1 paquet de 9 lettres en rouge, 1 paquet de 9 lettres en vert. Le mot ALEATOIRE est reconnu
s’il est tout en rouge ou tout en vert mais pas s’il est de deux couleurs.

9
. . A . . 1
Le nombre le succés X suit alors une loi binomiale de paramétres net (;) .

Caractéristiques:

119 179\ "k
px=0=0)E) (1-G))
LP(X =0) = (1 - (5—10)9>

Partie 2. Loi géométrique

T =temps du premier succés d’'une série d’épreuves de Bernoulli de paramétre p

Ici:P = (5—10)9

Caractéristiques:

"P(T=k)=1-p)*'p
P(T<k)=1-(1-p)*

CE(M) =

Partie 3. Applications au probléme

«lim PX=0)=0et kEerP(T <k)=1:

n-+oco
Nous sommes donc certains que le mot ALEATOIRE finira par étre écrit.
- E(T) = 50° Ainsi, s'il faut une seconde pour taper neuf lettres le mot ALEATOIRE sera écrit en moyenne
aprés 50° secondes soit environ 62 millions d’années.
Il est peu probable que le « singe », seul, parvienne au bout. Cependant, si I'on fait collaborer quelques
millions d’ordinateurs, ce temps peut devenir accessible.
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Question 4. « La modélisation d’une épidémie permet-elle de prédire I'évolution d’une maladie ? »

Quel plan détaillé ?

EXEMPLE DE PLAN DETAILLE

Introduction

- Lorsd’épidémies récentes, onavu émergerl'utilisation de calculs mathématiques pour prévoirl‘évolution,
voire controler une épidémie.

- Comment modélise-t-on ? Comment trouve-t-on les solutions mathématiques ? Les modéles obtenus
sont-ils fiables ?

- Nous allons, au travers deux exemples, comprendre comment se construit une modélisation
mathématique.

Partie 1. Le modéle SIS
1. Description du modéle
2. Traduction mathématique par une équation différentielle
3. Résolution mathématique du probléme
a. Recherche d'état d’équilibre
Théoréme 1: « Le systéme admet deux états d’équilibre »
Eléments de démonstration
b. Résolution
Théoréme 2
Théoréme 3: Expressionde Set |
c. Evolution a long terme de la maladie
Théoreme 4
4. Limites du modéle

Partie 2. Le modéle SIR

1. Description du modéle

2. Traduction mathématique

3. Etude des variations de Set |
Théoréme 5
Eléments de démonstration

4. Approximation par la méthode d’Euler

5. Limites du modéle

Conclusion

- Avant de prévoir, les modéles permettent de comprendre I'évolution des épidémies.

- Lamodélisation a montré que I'évolution dépend de la valeur de certains paramétres. Cependant, pour
des maladies nouvelles, ces valeurs ne sont pas connues, ce qui laisse une incertitude.

- Comme nous l'avons vu dans des épidémies récentes, cette compréhension peut permettre de controler
I'évolution en modifiant la valeur ces paramétres.

- Les modéles ne sont jamais le reflet exact de la réalité mais une simplification. On peut les enrichir pour les
rendre plus proches de la réalité mais cela complexifie la résolution mathématique. Il s'agit donc de trouver
un bon compromis et de savoir sappuyer sur les méthodes numériques d’approximation des solutions.
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Quel support écrit ?

EXEMPLE DE SUPPORT ECRIT

Le modéle SIS
Traduction mathématique par une équation différentielle

p =taux de transmission

A =durée de l'infection

y = %= taux de guérison

S =part de la population saine

| = part de la population infectée
Pas de mortalité. La population totale est constante:S + 1 =1

S'=-pIS+ yI (1)

I' = BIS-yI (2)

S+I1=1 3)
Le modéle SIR

Traduction mathématique
S =population saine, | = population infectée, R = population rétablie. Pas de mortalité.

p =taux de transmission

A =durée de l'infection

y = %= taux de guérison

Pas de mortalité. La population totale reste constante.
S =part de la population saine

| = part de la population infectée
R =part de la population guérie

S+I+R=1
S'=-pIS (1)
I'= ISyl (2)
R =yl 3)
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On observe deux grandes situations (extinction et pic épidémique) assez semblables a celles observées
dans les épidémies de grippe avec les mémes seuils que dans le théoréme 5 suivant les valeurs de R(0).

Un exemple avec R(0)<1
1
0,8
0,6
0,4 Fr~<—"0w7
0,2 —
0
0 10 20 30 40 50
I S R
Un exemple avec R(0)>1
1
0,8
0,6
0,4
0,2
0
0 10 20 30 40 50
| S R
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Quel développement ?

EXEMPLE DE DEVELOPPEMENT

Introduction

- Lorsd’épidémiesrécentes, onavuémerger I'utilisation de calculs mathématiques pour prévoirI’évolution,
voire contréler une épidémie.

- Comment modélise-t-on ? Comment trouve-t-on les solutions mathématiques ? Les modeles obtenus
sont-ils fiables ?

- Nous allons, au travers deux exemples, comprendre comment se construit une modélisation
mathématique.

Partie 1. Le modeéle SIS

1. Description du modéle

- Il s'agit d'un modéle a deux états : sains ou infectés.

- Un individu peut étre infecté puis guérir.

- Une réinfection est possible.

- On ne tient pas compte de la natalité ou des décés. La taille de la population reste constante.

2. Traduction mathématique par une équation différentielle

B =taux de transmission

A =durée de l'infection

y = i= taux de guérison

S =part de la population saine

| = part de la population infectée
Pas de mortalité. La population totale est constante: S + [ =1

S'=-pIS+ yl (1)

I' = BIS-yI (2)
S+1=1 3)

3. Résolution mathématique du probléme
a. Recherche d'état d’équilibre

Théoréme 1: « Le systéme admet deux états d’équilibre »

.S:Zetlzﬂ
B B
.S=1etl=0

Eléments de démonstration :
Les états d’équilibre correspondenta s’ = 0et!’ =0

b. Résolution

Théoréme 2:

Soitu = %

uest solution de I'équation différentielle:
u+ By)xXu=p

n
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Théoréme 3: Expressionde Set|

. 1 _ B-y —
SoitS(t) =1 PRSI etI(t)
AvecK = L. £

1(0) B-y

B-y
K(B-y)e BY)itp

c. Evolution along terme de la maladie

Théoréme 4:
(1) Si -y > Oalors lim 1(¢) = ’;—y ; lim @) =1
X— [ee)

X—+00 B

On arrive au premier état d’équilibre du théoréme 1: cohabitation entre les malades et sains.
(2)SiB-y < 0 alors liI;n I(t) =0; lim S(t) =1
X—+00

X—+00

On arrive au deuxiéme état équilibre du théoréme 1: la maladie s’éteint.

4. Limites du modéle
- S'applique a des maladies non létales qui ne conduisent pas a une immunité.
- Ce modele ne tient pas compte de la natalité et mortalité ce qui peut étre génant a long terme.

Partie 2. Le modéle SIR

1. Description du modéle

- Il sagit d'un modéle a trois états: sains, infectés, rétablis.
- Une réinfection nest pas possible.

- On ne tient pas compte de la natalité ou des déceés.

- La taille de la population reste constante.

- Pas de mortalité ni de natalité.

2. Traduction mathématique
S =population saine, | = population infectée, R = population rétablie. Pas de mortalité.

B =taux de transmission
A =durée de l'infection
y = %= taux de guérison
- Pas de mortalité. La population totale reste constante
- S =part de la population saine
- | =part de la population infectée
- R =part de la population guérie
*S+I1+R=1

S'=-BIS (D

I'=BIS-yl (2)
R' = )/1 (3)

3.Etude des variationsde S et I

Théoréeme5:

(1) S est décroissante

(2) Onpose R(t) = S(%)B

-SiSi R(0) < 1:1eststrictement décroissante

-SiR(0) > 1: I'(0) > 0:Isera croissante jusquace que S = %

Eléments de démonstration:

12
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(1) Pourtoutt : S'(t) = -BI(t)S(t) < 0 : Sestdonc décroissante.

()1 = pIS-yI ' '
=23 v oS (oYY
- Enremplacant | par /= BS,I|VIentI =-§ yﬁs—( 1+ﬁS)S
.CommeS < 0: I'estdusignede 1 — — =1-—
BS(t) R(t)

4. Approximation par la méthode d’Euler

La résolution mathématique compléte est complexe. On peut néanmoins obtenir une approximation
algorithmique des solutions a I'aide de la méthode d’Euler.

On observe deux grandes situations (extinction et pic épidémique) assez semblables a celles observées
dans les épidémies de grippe avec les mémes seuils que dans le théoréme 5 suivant les valeurs de R (0).

Un exemple avec R(0)<1
1
0,8
0,6
04 ==
0,2 —
0
0 10 20 30 40 50
| S R
Un exemple avec R(0)>1
1
0,8
0,6
0,4
0,2
0
0 10 20 30 40 50
I S R

5. Limites du modéle
Ce modeéle ne tient pas compte de la natalité et mortalité, ce qui peut étre génant a long terme.

Conclusion

- Avant de prévoir, les modéles permettent de comprendre I'évolution des épidémies.

- Lamodélisation a montré que I'évolution dépend de la valeur de certains paramétres. Cependant, pour
des maladies nouvelles, ces valeurs ne sont pas connues, ce qui laisse une incertitude.

- Comme nous l'avons vu dans des épidémies récentes, cette compréhension peut permettre de controler
I'évolution en modifiant la valeur ces paramétres.

- Les modéles ne sont jamais le reflet exact de la réalité mais une simplification. On peut les enrichir pour
les rendre plus proches de la réalité mais cela complexifie la résolution mathématique. Il s'agit donc de
trouver un bon compromis et de savoir sappuyer sur les méthodes numériques d’approximation des
solutions.

13
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LISTE NON EXHAUSTIVE DE SOURCES PROPRES A LA SPECIALITE

Sites Internet

* ChronoMath chronomath.com
QUOI ? Histoire des mathématiques : mathématiciens, périodes, et concepts.

* M@ths et tiques maths-et-tiques.fr

QUOI ? Les pages « histoires » et « curiosités mathématiques » pourront donner des idées de sujets
ou de questions.

Des ressources de cours tres completes si vous vous intéressez & un theme pas encore abordé en classe.

* Bibm@ath bibmath.net
QUOI ? Vous trouverez une biographie des mathématiciens.
Des dossiers sur les utilisations diverses des mathématiques vous donneront des idées de problématiques.

Sources imprimées

* Magazine Tangente (le magazine est payant, mais vos CDI sont généralement abonnés).
* Manuels de cours.


http://www.chronomath.com/
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LISTE DES THEMES AU PROGRAMME

ALGEBRE ET GEOMETRIE

* Analyse combinatoire (dénombrement)

* Géométrie vectorielle : décompositions, orthogonalité, distances
* Dans le plan (premiere)

* Dans l'espace (terminale)

ANALYSE

* Suites

* Fonctions

* Limites

* Continuité

e Dérivation, convexité

* Primitives, intégrales, équations différentielles

PROBABILITES

* Probabilités simples et conditionnelles (premiere)
e Schéma de Bernoulli et loi binomiale
* Concentration, loi des grands nombres

ALGORITHMIQUE ET PROGRAMMATION

e Variables et instructions élémentaires
* Boucles et tests

* Fonctions

* Listes

Les ressources numeriques pour les Mathématiques



